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Capitolul 1

Matrice

Matricele constituie unul din instrumentele cele mai importante din materia de care ne vom ocupa.

Inainte de a le defini vom arita printr-un exemplu importanta lor. Considerim urmatoarea aplicatie:
Dispunem de doud sorturi de alimente, pe care le notdm cu A; si A;. Continutul in carbohidrati,
vitamine si proteine al fiecirui aliment, precum si pretul pe unitatea de masi este dat in tabelul urmator:

Continutul 1n Al Az | Amestecul sa confina cel putin
Carbohidrati 1 3
Vitamine 3 4 19
Froteine 3 1 7
Pretul oUu.0. | 25u.b.
Se cere un amestec din aceste alimente care si verifice cerintele mentionate in ultima coloana a tabelului

de mal sus §i s& corespunda pretului minim.
Notam cu z1, 2y cantitatile din alimentele A respectiv As care vor intra in amesie
Obtinem formularea matematics a problemei:
1+ 329 28
31+ 4ze > 19
314+ x2 27

In aceste ecuatii va trebui si determinam: min(50x; + 25z7).

O metoda pentru a rezolva aceastd problemd de programare liniard este datd de algoritmul simplex
primal, care constd, In prima etap4, in a considera variabilele secundare pozitive 3, 24, x5, astfel incat toate
inecuatiile sa se transforme 1n ecuatii.

Obtinem sistemul de ecuatii:

1+ 3x9 —x3=28
3z1+4zy —24 =19 (1), pentru care trebuie si determindm: min(50z; + 25z5).
31+ ag—ax5=7

Coeficientii necunoscutelor @y, z9, x3, x4, 5 vor fi agezati in urmétorul tablou:

13 -1 0 0
< 3 4 0 -1 0 ) (2).
31 0 0 -1

Tabloul (2) este matricea asociati sistemului (1).

Rezolvarea problemei de programare va fi ficutd in capitolul Semiplane. Elemente de programare liniard.

Am vazut cd o problemd practici ne conduce la studiul matricelor gi al operatiilor cu matrice.

Sistemul de ecuatii liniare, aga cum este cel din relatia (1), in cazul in care au dou# ecuatii si doud ne-
cunoscute sau trei ecuatii si trei necunoscute se vor rezolva prin metode elementare: reducere sau substitutie.

Aplicatii importante ale matricelor se gésesc si in geometria analiticd, unde fiecirei transforméiri geo-
metrice i se asociazd o matrice.

1.1 Definitia matricei

Definitia 1. Fie K o submultime o multimii numerelor compleze, K # 0, m,n € N*.
O functie A: {1,2,...,m} x {1,2,...,n} = K se numeste matrice cu m linii $i n coloane
(matrice de tipul (m,n)) si elemente din K.
Notam A(3,7) = aij, A(i, j) € K,i € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n}.
Pentru o scriere mai ugoard a valorilor functiei A vom utiliza urmdtorul tablou:



arl a2 ... Qdin
a a a
A= 21 22 2n (1)

ami am2 -+ dmn
Tabloul (1) este identificat cu functia A.
Datoritd relatiei (1) se justificd denumirea de matrice cu m linii gi n coloane.
Matricea A se poate scrie prescurtat: A = (aij)ictom -
JELN
Observdm cd a;; este elementul situat pe linda i §i coloana j din matricea A. Vom nota cu My, n(K)
multimea matricelor cu m linii $i n coloane §i elemente din multimea K.
Dacda m = n, vom scrie: My(K) = My n(K).
Pentru m = 1 obtinem matrice de tipul: A= ( ann @12 @13 ... ain ),
care se numeste matrice linie sau matrice de tipul (1,n).
Pentru n = 1, obtinem matrice de tipul:

ai
az1
asi
A= . |, care se numeste matrice coloand sau matrice de tipul (m,1).
m1
Pentrum = n, atunci A € M, (K) este numitd matrice pdtraticd sau matrice de tipul (n,n):
ajy @iz diy ... Qin
@21 Qg2 agzy ... Qan
A= | a3 azx as .. a3
Gnl (n2 Gp3 ... Gpp

In acest caz se pot defini diagonala principald si diagonala secundard ale matricei A.

Diagonala principald este formatd din elementele a1, 22, ...ann, tar diagonala secundard este formata
dln aln:a2n—lv ey anl'

Exemple
1 0
A este o matrice de tipul (2,2) in care a;; = 1,a12 = 0,a21 = 2,022 = —1. Cu notatiile anterioare

avem: A € My(Z).

V3 7
2.B=| In2 -5
e V2

B este o matrice de tipul (3,2) cu elemente numere irationale, adica B € M32(R\ Q), in care:

b1y = V/3,b12 = T, by = In 2, boy = —/5,b31 = e, bz = V2.

1.2 Egalitatea matricelor

Am viizut c¢i o matrice A € My, »(K) este o functie, A: {1,2,..,m} x {1,2,...,n} — K.
Definitia 2. Fie A € My (K), B € M, oK) doud matrice {m,n,p,q € N*). Vom spune cd A = B dacd
functiile A si B sunt egale.
Observatie. Dacd A € My (K), B € My o(K) sunt doud matrice m,n,p,q € N*), atunci: A =B dacd 1
numai dacd m =p,n = q $i A(i,j) = B(i.j). Vi€ L.m.Vj € 1.n.

Exemplu

Sa se determine r € R astfel incat

A:<sin€ COi?)@iBz(%

Solutie:
Din ipoteza avem:

Lol
uregon

> sa fie egale.

A = B, adica: sinz = % sicosz = 3@
Pentru sinz =  obtinem: z € {(—1)"§ +n7ln € Z}. (1).
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Pentru cosz = %
st

btinem: z € {:l:% +2nmin € Z}. (2)
Din relatiile (1) si (2)

(@]
(2) rezultad: z € {£ + 2n7|n € Z}.
1.3 Adunarea matricelor

1.3.1 Definitia adundarii matricelor
Fie A, B € My, (C), m,n € N*,

a;p @1z @13 .. Qin by b by .. bin
a1 Q2 Q23 .. Q2 bar  bae boz .. boy
A=\ a3 a3 a3z .. as, |,B=| by b3z baz .. by,
aml ﬂm” Am3 - Qmn bmi @m2 bms ... bmn
ajnn+byy  apa+bipz az+biz ... i+ b
a1 +bo1  aga+boy  asz+baz ... agy+ boy
Definim matricea: C' = az1 +bay  asa+biz  asz+biz ...  agn+ ban
ami + bml am2 + am" Q3 + bmS L bmn

care se numeste suma matricelor A gi B. Vom scrie: C = A + B
Observatie. Dacd A, B € My, (C) sunt matrice de acelagi tip, A = (aj)ictm, B = (bij )i,

‘ j€Tm JETn
atunci A+ B = (au + b’L])lGl m-

JEl,n
Exemple

v 1 2 -1 5 -2 -3 .
1. DacaAm(O 4 3),82(_4 6 _5),atun01
2

B 145 2+4(=2) —1+ (=3 6 0 —4
A+B‘(0+(—4) 4+6 3+§—5§> (410 %)
2 -1 1
2. Dacd A= é B = :3 atunci A+ B = _:f
4 0 4

1 2

3. Daca A= ( 4 —} ) ,B = < \/g % 3 ), atunci A+B nu are sens,

0 1 _
2

deoarece A este matrice de tipul (3,2), iar B este de tipul (2, 3).

1.3.2 Proprietatile adunarii matricelor

1. Pentru m,n € N*, M, ,(C) este parte stabild in raport cu adunarea matricelor,
adicd VA, B € M, ,(C) avem A + B € M, ,(C).

Demonstratie. Fie A = (a;)ietm. B = (b”\

jelin
Numerele compexe au proprietatea: z,y € C =z +y £ C.
Obtinem: A + B = (ai; + bij)ictm € Myn.n(C).

JEL.n

=, @iy 0y € C, Vi€ T,m, ¥j € 1, n.

)

2. Comutativitatea: oricare ar i A, B € M, n(C), atunci 4 + B = B + A.

Demonstratie. Pentru A = (ai;)ietw, B = (bij)ietwm, atunci:
jelm JET

A+ B=(ay;+ bij)ieE, B+ A=(b;+ aij)iEE

j€ln jeln

Deoarece a;;, b;; € C, iar adunarea numerelor din C este comutativa. atunci

a;; +bi; = bij +ai;, Vi€ 1,m,Vj € T.n, ceea ce arati ci A+ B = B + A.
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3. Asociativitatea: Oricare ar fi A, B,C € My ,(C), avem (A+ B) + ¢ = 4+ (B + ().

Demonstragie. Dacd A = (aij)iers, B = (bij)ieton, C = (Cij)remm, atunci:

j€ln JELN JELn

A+B= (aij i bij)ifl,lu (A + B) +C = ((aij + bij) +Cij)

JELMN ;EG%%‘
B+ C = (b + bij)ierm, A+ (B + C) = (aij + (biy + cij))setm-
jeTn jeT,m

Deoarece adunarea numerelor complexe este asociativa, rezulta
(ai]’ + bij) + ¢y = agj + (bij + Cij),\f’i €1,m,Vj € T n.
Deci (A+B)+C=A+(B+C). O

4. Elementul neutru: existd matricea O pn € Mypn({0}) oricare ar fi A € M, ,(C) avem:
Om,n + A=A + Omﬂl = A.
Matricea O,, ,, are toate elementele zero si se numeste element neutru pentru adunarea matricelor.

Justificarea proprietatii este evidents.

(@2}

. Simetrizabilitatea: oricare ar i 4 € M, ,(C), existd o matrice notata
(—A) € My n(C) astlel incat A+ (—A)=(—A)+ 4 = 0.

Demonstratie. Dacd A = (ai;)iermm, atunci —A4 = (—ay;).
jel.n JE 1,
(—A) + A= ((—ay) + ij)ietm = Omm, atunci —A este matricea cautata. O

JELM

» Cum A+ (—4) = {ay + (—aij))ﬁzm: = Omn,

Observatie. Matricea (—A) definita anterior, cu proprietatea A + (-A) = (=A) + A = Oy, este unicd.
Ea se numeste simetrica matricei A sau matricea opusd a lui A.
Daca A, B € My o(C), vom scrie A+ (—B) = A — B, care se numeste diferenta dintre A si B.

1.4 inmul“girea matricelor

1.4.1 Definitia inmultirii matricelor

Fie A = (a;j);et o matrice de tipul (m,n) si B = (bji) erm 0 matrice de tipul (n, p), unde m,n,p € N*.
jelm ke€lp
Prin definitie, matricea produs A - B, In aceastd ordine, este o matrice de tipul (m, p) ale carei elemente
sunt date prin egalititile:

n [ [——
(A-B)(i, k) = anbig + apboy + ... + aimbny = Y aisbyy, (1) oricare ar ii € 1, m, k € 1,p.
=1

Notdm C'= A - B; atunci C' € M,,, ,(C), C' = (¢ig)ietm, unde elementul ¢, este dat de relatia (1). Vom
kel
spune ca matricea C' este obtinutd prin imultirea matricelor A si B.
Elementul situat pe linia i gi coloana k in matricea produs este dat de relatia (1), el fiind obtinut prin
insumarea produselor elementelor de pe linia 7 din A cu cele de pe coloana k din B.
Putem scrie:

ayibi +arabar + o+ @b airbis + arzbas + .o+ arnbaz aybyp + apaba, + L+ aiabag
A.B= asibiy +assba + ... + aznba anbiz +azabas + ... + aznbnz ... azibyy 4 asohoy, + .+ asnbig
amibin + @mabar + .o + Gmndnt  Gmibiz + ameboz + . F@mnbnz o Gmibip + Gm2bap 4+ o+ Gnbng

Observatie. Produsul a doud matrice are sens numai cand numdrul coloanelor primei matrice este egal cu
numarul lintilor celei de-a doua matrice.

Este clar de aict cd pentru doud matrice patratice, A si B, au sens inmulfirile: A B si B - A.
Exemple
T B @ c di e
1. Fie A = 1 52 L8 siB=| c dy ey |;atunci
bi by by
c3 ds e3

A.B— < ajc1 +apce +azes  ardy +axdy + azdz  a1e1 + agzez + azes )
o bicy + bocy -+ bscy bidy + bads + bsds  bier + baeg + bzes

8



2. FieA:(% _:1,)>§1B:<3‘ 2 jg)
Avem:

4+ (=1)-0 1-(~ —1)-(=1) 1-(=3)+(-1) (-5 4 1 2
O R G T B ARy A Bt B Rt e S R - S

Deoarece B este de tipul (2,3) si A este de tipul (2,2}, nu are sens B - A.

3. DacéA:(% ~1)§1B (g %),

atunci au sens produsele A- B gi B A.

Avem:A-B:(% _%)(2 %):(
Ba=(§ 1) (s )= (01013 2:%:%%1%:%):(%‘ 3)
Observim cA A- B +# B - A,

1.4.2 Proprietitile inmultirii matricelor

1. Asociativitatea: oricare ar fi A € My, ,(C), B € M, ,(C),C € M, ,(C), atunci are loc egalitatea:
(A-B)-C=A-(B-0).

Demonstratie. Notdim A’ = A.- B B'=B-C.
Din definitia inmultirii matricelor avem A’ € M,,, ,(C) si B’ € M,, (C).
Dacé A = (aij)IEEvB = (bjk)jEE)C = (Ckr)ktel_,_p, atunci A/ = (a;k)‘EE,B/ J— (b/ )Jsl_a

Jjeln kelp rel.g kel p rel,q

obtinem:

n
a;k = Z aijbjlm\V/i € l,m’k € m (1)
j=1

p . __
b;r = ajpbir, Vi €L,n, 7 €1,q (2) O
k=1

Fie D=(A-B)-C=A"C,D=(di)erm i E=A-(B-C)=A-B', E = (eir)icr-

relg rel,q

Folosind relatiile (1) si (2) avem:

Zp: Qg Chr = Z <3§ %‘%) Zp)

k=1 k=1 k=1j

1a ]kckr,Vzélmrel q.

Ii Mﬁ TM:

P n . =
sbikCir = D 3 aigbjrcrr, Vi€ Im,r € 1,g.

k=1 k=1 j=1

n , n D n

eir = ) aigbl, = 30 aij | X bjka-r) Z
7=1 j=1 =1
Relatiile anterioare ne arata ca matricele D i E sunt egale, adica (A-B)-C =A4-(B-C).

2. Distributivitatea Inmultirii matricelor faga de adunarea lor:

(a) Oricare ar fi A € M, (C), B € M,, ,(C),C € M ,(C) avem:
A (B+C)y=A-B+A-C.

(b) Oricare ar i A € My, n(C), B € My, (C),C € M, ,(C) avem:
(A+B).-C=A.-C+B-C.

Demonstratie. (a) Fie A = (aij)ietm. B = (bji)jerw. C = (¢jx)s

JEL N kelp k;;
Notam D=A (B+C),A=A-B,C'=A-C,E=A4-B+ 4. C.
Folosind definitiile pentru adunare gi inmultire obtinem:
B+ C = (bjk + cjk) etz

kel,p



n n n o
D = (dig)ietmm, di = 3 aii(bje +cjp) = Y ayybjs + > ayjce.vie TLmk e 1,p (1)
keTw i=1 j=1 i=1
n ——— —_—
A" = (a} )ietm, Cly, = 3 aijeip.Vi € Lmk € 1p

o
mm
gl

[y
—

2

keTp

C' = (C;k).em,a;k = Z aijbjk,\?’i S l,m,k S TE
j=1

n n - -

Asadar E = (aj;, + ¢}, )ietm unde aly + ¢i = > aiibjn + Y agep, Vi€ TLm, k€ 1,p (2)
keTH i=1 j=1

Din relatiile (1) si (2) rezultd ci D = E, adica

A-(B+C)=A-B+A C.

(b) Se procedeazi la fel ca pentru afirmatia 1).

3. Elementul neutru pentru inmultirea matricelor patratice:
3, € My(C) astfel incat oricare ar fi A € M,(C) avem A-I, = I, - A = A.

100 .. 00
010 .. 00

00 0 0
00 0 1

Matricea I, se numeste matricea unitate sau matricea identica.

Matricea [, = este elementul neutru fata de inmultirea matricelor din M, (C).

O,

Demonstratie. Fie A = (ai]-)iyja,—n sil, = (5ij)i,je1,_w

1 pentrui=j

0 pentrui £ j este simbolul lui Kronecker.

unde 6;; = {
Notim B=A-I,,B = (bij)i,jel,_n' Elementele matricei B se obtin din relatia:
n
bi; = > aidi; = ai;05; = ai;,Vi,j € 1,n.
k=1

Egalitatea b;; = a;;,V%,7 € T,n ne aratd ci B = A, adicd A-I,, = A.

Analog se aratd ca I,, - 4 = A. O

1.5 Inmultirea cu scalari a matricelor

1.5.1 Definitie

Fie A = (aij)ictm o matrice de tip (m,n) si # € C. Matricea x - A ale ciirei elemente sunt z - asj,

_ JEL N
i € 1,m,7 € 1,n se numesgte matricea produs dintre numirul complex = si matricea A. Numirul z se
numegte scalar. Operatia prin care se asociaza numarului « si matricel 4 matricea z- A se numesgte inmultire
cu scalari.

Prin definitie avem: z- A = 4 - .

Exemple

. Atunci

2 -4 6
= 8 6 10 ).
-2 —6 12
2. Daciz =i A= ( 3_41: 11 ),atuncii-A: < 1(31_}12 ;f ) = ( 3Zti —% )
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1.5.2 Proprietatile inmultirii cu scalari
1. Dacd A € My (C), atunci 1- A = A.

Demonstratie. Dacd A = (al]),el w, atunci 1+ A are elementele 1 a;; = ay;,
)el n

adica aceleasi cu ale matricei A, adicd 1- A = A. O
2. FleAe Mpmn(C)siz,ye C. Atunci (z+y) A=x2-A+y- A

Demonstratie. Dacd A = (aij)iemm, atunci z - A = (¢ - ag;)ierm. ¥ A = (¥ * @i )ierwr,

J€ELn €T 1€T.H
(xz+ y) A= ((f +Z,/) ' aij)ieﬁ = (I “Qi; Y a'ij)\eE = (I ' aij)teg e (y : aij)iem =z-A+vy- A O
jeTm JETR jeTw jeTm

3. Fie A€ M n(C)siz,yeC. Atunci (zy)- A==z (y- A).
4. Fie A,Be My (C)sizeC. Atunciz-(A+B)=z-A+z- B.

5. Fie A € Mpun(C),Be My, (C)sizeC. Atunci
z-(A-B)=(z-A)-B=A-(z-B).

Demonstratiile afirmatiilor iii),iv) v) sunt asem&n&toare cu cele ale afirmatiilor 1) i ii).

1.6 Transpusa unei matrice

1.6.1 Definitie

Fie A = (a;j).ctm o matrice de tip (m,n).
J€1n
Matricea care are elementele (aji)Jeﬁ se numesgte matricea transpusa a lui 4 i se noteaza cu ¢A.
161 ™m
Observam ci *A4 se obtine din matricea A prin schimbarea respectiv a liniilor cu coloanele lui 4, adica
prima linie a lui A devine prima coloana a lui ‘A, a doua linie a lui A devine a doua coloani a lui ¢ A s.a.m.d.
Este evident c& *A € M,, ,,(C).

Dacd A € M,(C) si A =" A vom spune ci A este matrice simetrica.
Exemplu

21 -1 0
Fie A = ( -1 i -2 V3 > o matrice (3,4).
2 3 V2 4

1
?
-2

V3

2
1

Atunci 4 = 1 este matricea traspusa a lui A.
0

@Ew&’.

1.6.2 Proprietati
1. Fie A, B € M;;, n(C). Atunci "(A+ B) =" A+ B.

Demonstrajte. Dacd A = (aij)icrom 81 B = (bij)iemm, avent: “A = (a2t B = (bj)yen
jET N JET T =T,@ cT.m
Cum A+ B = (a;; + bij)ictom, rezultd ca ‘(A + B) = {aj; + bsi) <I=
T LeT
Deoarece ‘A +' B = (a;; + bji),crw . obtinem ca {(4 + B)='4 +' B O

i€l,m

2. Fie A € My n(C),z € C. Atunci (z-A) =zt A

Demonstratia o 14sdm ca exercitiu.

3. Fie A € My, n(C), B € M, ,(C). Atunci {(A-B) =' Bt -A.
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Demonstratie. Consideraim A = (a;;)iermm, B = (bji),ers-

jel.n kel.p

Din definitia matricei transpuse rezultd: ‘A = {a;:)jetn € M (C).

‘B = (bij)rers € Mpa(C). Notim C =t (4 B), C = (cpi)uers . D =" B © A. D = (i)

J1€ln i€1,m =T

Elementele matricelor C' si D sunt date de egalitdtile urmitoare:

n
Cki = Z aijbjk)k S 1,}7,7: € 1,777/ (1)
j=1

"
dii = bjkaij,k!€1,p,i€1,m
T

J

Relatia (1) ne aratd ci C = D, adica *(A- B) =t Bt A.

O
4. Fie A € M, »(C). Atunci {(*A) = A.
Demonstratie. Proprietatea este evidentd, datorita definitiei matricei ¢ A. O
1.7 Urma unei matrice
1.7.1 Definitie
Fie A € MH(C),A = (aij)i,jeﬁ'
n
Numarul Tr(A) = > a; se numeste urma matricei A.
i=1
(Notatia Tr(A) provine din cuvantul trace = urm# in franceza si englezi).
1.7.2 Proprietati
1. Fie A, B € M,(C). Atunci Tr(A + B) = Tr(A4) + Tr(B).
Demonstrafie. Consideram A = (aij); jetm §t B = (bij); jeim- Avem A+ B = (a;; + bij)ijetm
Obtinem Tr(A+ B) = Y (ais + bii) = > asi + 3 by = Tr(A) + Tr(B). O
i=1 =1 i=1

2. Fiex e C, A e M, (C). Atunci Tr(z- A) =z - Tr(A).

Demonstratia o ldsdm ca exercitiu.

3. Fie A, B € My,(C). Atunci Ty(A- B) = Tr(B - A).

Demonstratie. Daci A = (aij); jetms B = (bij)i jeim € = A B, D = B+ A, atunci elementele matricei C' sunt

n n
¢ij = 2 aigbyj, iar elementele matricei D, sunt di; = > bigay;, unde 4,j € I, n.
k=1

k=1

Urmele matricelor A - B si B+ A sunt date de egalititile urmatoare:

Tr(A-B)= Y cu= 3 3 agby (1)
i=1 i=1j=1

NNSE

!

Te(B-A) =3 dj; = Zl 2 bjiaig = 3 3 bjiai; (2)
j=1 J=11=1

i=1j=1

Relatiile (1) si (2) conduc la egalitatea urmelor matricelor A« B si B - A.

|
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